Algebraische Topologie und Fixpunkte

Von der Idee der algebraischen Topologie zur Fixpuktformel
von Lefschetz — ein einfiihrender Uberblick

JORGBEWERSDORFF
1. Die Idee der algebraischen Topologie

1.1 Die mathematische Disziplin der Topologie ist diisich aus dem Stu-
dium qualitativer Eigenschaften von geometrischdsjekien entstanden.
Das heif3t, die Untersuchung der betreffenden Objelblgt ohne Berlick-
sichtigung von quantitativen Daten wie Flache odetumen einzig hin-

sichtlich solcher Eigenschaften, die bei einer jfkauierlichen Defor-

mation“ erhalten bleiben. Beispiele fiir solche gativen Eigenschaften
geometrischer Objekte sind die Anzahl von ,LéchesoWwie die Zahl un-
zusammenhangender Teile.

Formale Grundlage ,kontinuierlicher Deformationeist der circa 1820

gepragte Begriff der Stetigkeit. Die Topologie wid zu einer Theorie der
Stetigkeit. Ideen folgend, wie sie im Wesentlicheslix Hausdorff 1912

entwickelt hat, lasst sich Stetigkeit in allgem&sndNeise fur Abbildungen

zwischen sogenannten topologischen Radnusrdinieren — dazu gehéren
insbesondere Teilmengen dedimensionalen euklidischen Raunie's

Da viele in der Topologie untersuchten Objekte laka Gestalt eines eu-
klidischen Raumes aufweisen, liegt es nahe, sdlihjekte in kleine, sich
euklidisch verhaltende Einzelstiicke zu zerschneib@ Untersuchung des
urspriinglichen Objektes kann dann auf Basis eimendlen Beschreibung
der Zusammensetzung der Einzelteile — quasi ertisenel der Aufbauan-
leitung einer Faltschachtel — erfolgen.

Einen methodisch besonderen Ansatz verfolgt diestdigziplin der zu Be-

ginn des zwanzigsten Jahrhunderts entwickeltenbedigchen Topologie.
Mit deren Methoden ist es namlich mdglich, topototie Sachverhalte —
beschrieben etwa durch geeignete Zerlegungen dasteusuchenden Ob-
jekts — in algebraische Sachverhalte zu transfaemieEtwas konkreter: Ei-
genschaften von topologischen Raumen einerseitiesaam stetigen Ab-

bildungen zwischen diesen topologischen Raumenrars#sts werden in
Eigenschaften von algebraischen Objekten wie abetsdGruppen und
Vektorraumen beziehungsweise von deren ,Morphismda$ sind Grup-

penhomomorphismen beziehungsweise lineare Abbilelungbersetzt. Da-
bei gehen beim Ubersetzungsvorgang meist vieleilDdtamationen ver-

loren. Dieser Informationsverlust muss allerdingsnkswegs nachteilig
sein. Ganz im Gegenteil ist es fur die angestreBigckschlisse sogar oft
vorteilhaft, wenn in Bezug auf den aktuellen Bliékitel uninteressante
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2 Ein topologischerRaum ist definiert als eine Menge, die Uber ein System per Definiti-

on als ,offen” bezeichneten Teilmengen verfugt, sih bei Mengenoperationen so verhal-
ten, wie man es vom klassischen Fall des Zahldistder reellen Zahlen und seiner offe-
nen Teilmengen her kennt: Offen sind der gesamterRdie leere Menge, der Durchschnitt
einer endlichen Zahl von offenen Mengen und dieeWggung beliebig vieler offener Men-
gen.
Ein Mengensystem mit solchen Eigenschaften reiehgits dazu aus, die intuitive Vorstel-
lung der ,Nahe" zu einem Element des Raumes zudtisiaren und so Begriffe wie Kon-
vergenz einer Folge und Stetigkeit zu definieremw@d eine Abbildung zwischen zwei to-
pologischen Raumen per Definition stetig genanmtiiwdas Urbild jeder offenen Menge
ebenfalls offen ist.
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Details ausgeblendet werden, da sich dann die Kexitgt der verblei-
benden Beziehungen verringert und so der eigenitligitessierende Sach-
verhalt sogar noch deutlicher hervortritt.

Bei der Konstruktion der algebraischen Bildobjeiktees das Ziel, dass ei-
ne homeomorphe das heildt eine umkehrbare und in beiden Richtunge
stetige Transformation des topologischen Raumebgesehen von einer
Isomorphie — keine Veranderung des algebraischielolektes hervorruft.
Und auch bei einer stetigen Abbildung, die wie algebraisches Aquiva-
lent ebenfalls als Morphismus bezeichnet wird, soie topologisch unwe-
sentliche Deformationen das algebraische Bild uivaert lassen. Konkret
wird dafir der sogenannte Begriff deiomotopie von Abbildungen ver-
wendet: Zwei stetige Abbildungen mit jeweils glesah Urbild- und Bild-
bereich heiRen per Definition zueinander homotopnmwsie sich mittels
einer Uber das Intervall [0,1] parametrisiertena@alon Abbildungen stetig
ineinander transformieren lassen (ein Beispiel simei Wegparametri-
sierungen mit Ubereinstimmendem Anfangs- und Enkipuiie nicht durch
ein ,Loch" getrennt sind). Und zwei topologischeuRie heiRerhomo-
topie-aquivalent, wenn es zwischen ihnen zwei Abbildungen — in jede
Richtung eine — gibt, so dass beide Hintereinamtiattingen homotop zur
jeweiligen Identitat sind.

Offensichtlich ist der Begriff der Homotopie-Aquadnz eine Abschwa-
chung des Begriffes der Homeomorphie: Denn einesr$eit jede Homeo-
morphie die Homotopie-Aquivalenz zur Konsequenzd dndererseits sind
Punkt und Kreisscheibe (ob abgeschlossen oder)offear nicht homeo-
morph zueinander, wohl aber zueinander homotopig+atgnt, da das aus
Inklusion und Projektion bestehende Abbildungspdem Anforderungen
der Definition der Homotopie-Aquivalenz geniigt.

I I
I I
topolgische Objekte algebraische Objekte
(topologische Rauma) (abelsche Gruppen,
Funktor Vektorraume)
Morphismen Morphismen
(stetige Abbildungen (Gruppen-Homomorphismég
a lineare Abbildungen) a

Im Folgenden soll ein Uberblick tiber das Konzeptstegenannten Homo-
logie-Gruppen gegeben werden. Diese Konstruktiesittt die Eigen-
schaft, dass einerseits die algebraischen Bildtdjekn zwei zueinander
homoptie-aquivalenten topologischen Raumen idemt{sias heil3t zuein-
ander isomorph) sind, und dass andererseits dabmdigchen Bilder von
zwei zueinander homotopen Abbildungen identisct.sin

Die Definition von Homologie-Gruppen kann in versatener Weise (und
in unterschiedlicher Allgemeinheit) erfolgen. Alefinitionen sind aller-

dings sehr abstrakt und zwar in einer Weise, dassittelbar aus der je-
weiligen Definition die konkrete Gestalt der Hongil-Gruppen nicht er-
sichtlich ist. Insbesondere diesem Umstand verddiktalgebraische To-
pologie ihren Ruf, sehr abstrakt und schwierig ein.sEinen Teil dieser
Schwierigkeit verliert die algebraische Topologikenn der Lernende sei-
nen oft selbstgesetzten Ehrgeiz reduziert: Denvesstéandlich der Wunsch
sein mag, mathematische Konzepte konkret und explimvenden zu kén-
nen, so sehr muss auch darauf verwiesen werdeswdag anderen Wis-
senschaften anscheinend eher bereit sind zu agpemtinicht jedes Detail
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selbst ausfiihren zu kénnen. So wissen wir zumpB®jsdass die chemi-
schen Eigenschaften eines Elementes durch died&aHElektronen bezie-
hungsweise die dazu identische Zahl von ProtoneAtomkern festgelegt
wird, und dass bei einem Isotop die Zahl der Pmionnd Neutronen fir
die Stabilitat des Kerns verantwortlich ist. Werealwisste ad hoc, wie
man diese Anzahlen von Kernteilchen fiir eine vgdiede Materialprobe
bestimmt?

1.2 Fir die Homologie-Gruppen gibt es zwei klassidobénitionen:

« Das erste Homologie-Konzepgingulare Homologiegenannt, ist rela-
tiv einfach und universell fur jeden topologischRaum definierbar
und auf seine Eigenschaften untersuchbar. DafigliesDefinition aber
noch nicht einmal ansatzweise in direkter Weisekkeinanwendbar.

« Das zweite Konzept, die so genansimpliziale Homologig ist nur
fur spezielle topologische Raume, namlich fur Pdéreim n-dimen-
sionalen euklidischen Raum definiert, und das awchauf Basis einer
simplizialen Zerlegung. Die Definition ist in ihrdachnischen Details
alles andere als einfach, aber sie beruht im Gegerzzr Definition
der singularen Homologie auf einem endlichen Kasionsprozess
und lasst sich daher zumindest im Prinzip prakteolvenden.

Wichtig ist die Aquivalenz der beiden DefinitioneMit einem allerdings
nicht unerheblichen Aufwand lasst sich namlich hisem dass fir Poly-
eder beide Homologien, das heif3t die singuldre Hog® einerseits und
die simpliziale Homologie zu eindreliebigensimplizialen Zerlegung an-
derseits, zu identischen — das heil3t zu zueinaisderorphen — Ergebnis-
sen fuhren.

Die Eigenschaften der singuldaren Homologie-Gruppbe, sich natirlich
im Fall von Polyedern auch auf die dazu isomorpsienplizialen Homo-
logie-Gruppen ubertragen, sind die folgertien

e Zu jedem topologischen Rauwhgibt es eine Folge von Vektorrdumen
(Uber einem der Konstruktion zugrundegelegten Kirpdg(X,),
Hi(X), ..., die man bezeichnungsmafig tHi(X) = (Hy(X))g=0,1,.. ZU-
sammenfasst.

e Zu jeder stetigen Abbildun§ X - Y zwischen zwei topologischen

AbbildungenH(f): Hy(X) - Hq(Y).

* Im Fall der identischen Abbildung i - X gilt Hy(id) = id firq = 0,
1, ..

e Ist auf Basis eines dritten topologischen Rauzmemch eine zweite
stetige Abbildung): Y - Z definiert, so giltHy(gef) = Hq(g) °Hq(f) fur
q=0,1, ...

e Zwei zueinander homotope Abbildungen besitzen libstienmende
Abbilder auf Homologie-Niveau.

3 In der sogenanntelategorientheorie werden solche Konstruktionen in sehr allgemeiner
Weise untersucht. Die ersten vier Eigenschafteispeathen denen eines (kovarianten)
Funktors von der Kategorie der topologischen Raume in diteforie der Vektorraume.
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* Ist der topologische Raurk ein-elementig, so isHy(X) = {0} fur
q= 1.

Lesern, die das erste Mal mit der Begriffswelt digiebraischen Topologie
konfrontiert werden, sollten die angegebenen Eigjeatflen am besten als
Axiome verstehen und einfach versuchen zu glaubdess es Konstruk-
tionen gibt, die diese Eigenschaften erfiillen. Mann dann sofort weitere
Eigenschaften nachweisen, etwa dass zwei topolugi®dume, die zu-
einander homotopie-aquivalent (oder gar homeomogim, isomorphe
Homologie-Gruppen besitzen. Der Beweis dieser, zadrale Ziel der
Homologie-Konstuktion bestatigenden Eigenschafibérgich sofort aus
der Definition der Homotopie-Aquivalenz sowie ausigen der gerade
aufgelisteten Homologie-Eigenschaften. Zur Prufultgs eigenen Ver-
standnisses wird Lesern dringend empfohlen, sittissdavon zu uberzeu-
gen, dass es sich wirklich um eine direkte Folggtuandelt.

Trotz des angestrebten Uberblickcharakters istrisr folgende, zweite

Teil der vorliegenden Einfiihrung in einigen Detaitsvas technisch. Leser
sollten sich dadurch keinesfalls abschrecken lasssern gegebenenfalls
mit der Lektire des Resiimees von Teil 2 in Abstihfl fortfahren, um

dann die Anwendungen im dritten Teil kennenzulernen
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2. Simpliziale Homologie

2.1Um im dritten Teil die sogenannte Lefschetzscheiktformel erlau-
tern zu kdnnen, muss zunachst die Konstruktionsdaplizialen Homolo-
gie konkretisiert werden. Dabei ist anzumerkensdassentliche Teile der
Konstruktion universell auch fur andere Homologierepte gelten. Das
betrifft insbesondere die Eigenschaften derkaftenkomplex bezeichne-
ten folge von Menge, sowie der auf ihnen definierten Homomorphis-
men.

Bei einer simplizialen Zerlegung eines Polyedersidimensionalen eukli-
dischen Raum handelt es sich um eine endliche MEngen orientierten,
abgeschlossenen Simplexen, so dass

e jeder Punkt des Polyeders zum Inneren von genameBimplex aus
der MengeK gehért und

e jeder Randsimplex eines zur Mengaegehdrenden Simplex selbst wie-
der zuK gehort.

erlaubt nicht erlaubt nicht erlaubt

Die Punktmenge des zur simplizialen Zerleglhgehdrenden Polyeders
bezeichnen wir mit|.

Formal lasst sich die Orientierung eines Simpledudeh charakterisieren,
dass man diesen Simplex zunachst mit der Mengersé@ineiner festen
Reihenfolge sortierten Eckes, ... s identifiziert: A(so, ....S;). Dabei wer-
den per Definition ungerade Permutationen diesdéneRéolge als orientie-
rungsumkehrend interpretiert, wahrend gerade Patimonen der Ecken als
identische Transformation des Simplex verstandendeve

Nachdem wir der Einfachheit halber als Grundkdgbem Korper der ratio-
nalen Zahlen ausgewéhlt haben, lassen sich zudisiaien Zerlegungk

fur jeden Indexgq = 0, 1, ... die endlichdimensionalen VektorrauGéK),
Cy(K), ..., definieren: Man bildet zunéchst die Merfyé) der g-dimen-
sionalen Simplexe der ZerleguKg AnschlieRend bildet man die formalen
Linearkombinationen diesaf-dimensionalen Simplexe und erhélt so den
endlichdimensionale Vektorrau@(K) der sogenanntemKetten. Fur ho-

he Dimensionem, zu denen die simpliziale Zerlegukgkeinen Simplex
enthalt, ist damiCy(K) = 0.

Hier nur angemerkt wird, dass man fir einen bejiebi topologischen
RaumX die singuldre Homologie-Theorie erhalt, wenn mam ZAufspan-
nen des Vektorraumes dgrKetten die Menge der stetigen Abbildungen
A(ey,... &) — X mit dem Standardsimplexi(ey,... ,&,) als Definitionsbe-

4 Der algebraische Teil der Uberlegungen wird daheistrzu einer eigenstéandigen mathe-
matische Teildisziplin, der sogenanntéomologischenAlgebra, zusammengefasst.



Jorg Bewersdorff Algebraisdimpologie und Fixpunkte 6

reich verwendet. Dig-Ketten der singuldren Homologie bilden damit in
der Regel einen unendlichdimensionalen Vektorraum.

2.2 Auf dem VektorraumCy(K) der g-Ketten lasst sich ein sogenannter
Randoperator definieren. Dieser ordnet jedegrdimensionalen Simplex
die Summe seiner mit geeignetem Vorzeichen versghe-1)-
dimensionalen Randkomponenten zu. AnschlieBenénaddt eine lineare
Fortsetzung die Definition des Randoperatir<y(K) - Cyi(K).

Fir die Dimensioneq < 2 sagt ein Bild mehr als Formeln oder Warte

. — 0
% o o % 0
-1 +1

9,
A*g N

Nicht nur Liebhaber von Formeln mit vielen Indiagerden sicher die De-
finitionsformel fir den Randoperator bevorzugem, fiir die ersten drei Di-
mension sowie allgemein wie folgt lauten:

0,A(s, 5) = A(9) ~A(9)
0,A(5,8,8)=A0(s 9-A(s 9tA( s H
050(%,5: % 9=0(% 8 9-0( & 5 $A( 5:5950( 05,5)8
a )
00, +:8)= D CLA($,-+,8 14,8400+ § )

i=0

Die bereits aufgrund der Abbildung zu vermutendgeBschafd,°0q.1 = 0

gilt tatséchlich allgemein und ist eine der wesenén Grundlagen einer
Homologie-Konstruktion. Wegen der damit giiltigeklusionen

IM(@,.,) O Ker(d,) 0 C,(K)

werden die folgenden Definitionen sinnvoll:

Bq(K) = Im(aq+1)
Z,(K) =Ker(d,)
Hq(K) = Z4(K) / By(K)

® Wer sich bei dieser lllustration an Randbildungen integrationsbereichen bei Integralsat-
zen wie dem Hauptsatz der Differential- und Intég@nnung und seiner héherdimensiona-
ler Analoga wie dem Satz von Stokes erinnert filldgt Gbrigens vollig richtig. Und auch
die Integranden haben ihre Entsprechung, namlidform von konstanten Funktionen, die
auf der Menge der Simplexe definiert sind (diesekionen kann man als Approxima-
tionen der Differentialformen interpretieren, dis #ntergranden in den klassischen Integ-
ralsatzen fungieren). Solche Funktionen bildendéms den Ausgangspunkt fur die Kon-
struktion sogenannté&ohomologie-Gruppen.
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Die Elemente des UnterraumggK) werden alsg-Zykel bezeichnet, die
Elemente des darin enthaltenen UnterrauBg&) als g-Rénder. Die
.Groie”, das heildt die atgte Betti-Zahl bezeichnete Dimension, des Ho-
mologie-Vekorraumes$iy(K) ist ein Maf3 dafiir, wie stark die Gesamtheit
derg-Zykel diejenige deg-Rander Ubersteigt.

Die Begriffshildung der Rénder dirfte bereits dudib letzte Abbildung
plausibel geworden sein. Der Begriff des Zykelselesich daraus ab, dass
beispielsweise den 1-Zykeln geschlossene Polyganeatsprechen. In ei-
nem Polyeder ohne Locher lassen sich diese 1-Zgksdchlich als Rand
einer Summe von 2-Simplexen darstellen. Hingegénh g beispielsweise
auf der Oberflache eines Torus geschlossene Wege, d

nicht Rand einer Flache sind. Ein Beispiel fur einen 2<
Zykel findet man auf einer in 12 gleichorientieBeeiecke
zerlegte Wiirfeloberflache. Dort ergibt die Sumneser
12 zweidimensionalen Simplexe einen 2-Zykel.

Das einfachste Beispiel einer simplizialen Zerlegust diejenige eines
Punktes. Die einzige dafir mégliche simpliziale I2gangK besteht aus
einem einzigen 0-Simplex, und es gilt offensichtlidy(K) = Q sowie

Hq(K) = {0} fur g= 1. Bei mehreren Punkten erhoht sich die Dimendim
0-ten Homologie-GruppE(K) entsprechend.

Der zu einer Kreisscheib® homeomorphe Rand einess £
Quadrates lasst sich in vier 0-Simplexe, namliehdér
Eckens, ... s, und vier 1-Simplexe, das sind die Seiten
des Quadrats, zerlegen. Fur diese Zerlegkingrhalt
man s, s

Zo(K)={xs+...+ %9 % ..., x0Q},

By(K)={xs+... + %9 % ..., xO0Qmit %+ ...+ %=0},

Z(K) ={xA(s 9 +..+ ¥A(S 91 ¥ .. ¥0Qmit ¥ .=
B,(K) =1{Q

und damitHo(K) C @, Hy(K) [ @ und Hy(K) = {0} fir q=2. Wir be-
schlieBen das Beispiel mit einem Ausblick auf diiech stetige Selbstab-
bildungen des Quadratrandes induzierten Homomanrphis auf Homo-
logie-Niveau: Auf dem ersten Homologie-Nive&ly(K) entspricht jeder
solche Homomorphismus der Multiplikation mit eirgainzen Zahl, dem
sogenannten Abbildungsgrad, der die Vielfachhest denlaufs beschreibt.
Auf dem O-ten Homologie-NiveaHly(K) wird — wie durch jede andere
stetige Selbstabbildung der simplizialen Zerlegwiges zusammenhan-
genden Polyeders — die Identitat induziert.

2.3 Fur das Ziel, jeder stetigen Abbildung zwischereizRolyedern mit den
simplizialen ZerlegungeK undK' fir =0, 1, ... eine Folge von Homo-
morphismenHy(K) - Hq(K") zuzuordnen, sind mehrere Schritte zu tun.

Ketten- Homomorphismus auf
abbildung — Homologie-Niveau
25 2.3

Dabei besitzt der letzte Schritt als rein algelmtagsKonstruktion eine ei-
genstandige Bedeutung und ist auch universelledd pndere Homologie-
Theorie Ubertragbar: Sind fir alle Indizgs 0, 1, ... lineare Abbildungen
auf Ketten-Niveaug,: C((K) — C4(K') gegeben, so induzieren diese auch
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auf Homologie-Niveau lineare Abbildungen, sofere dibbildungeng; ,
@1, ... mit den Randoperatoren ,vertraglich®, dasiZheiertauschbar, sind:
0q° &g = P4-1°04 (zu beachten ist, dass daldgisowohl den Randoperator

auf Cy(K) als auch au€4(K") bezeichnet). Inhaltlich bedeutet diese Identi-
tat, dass fur jede Kette der Rand eines Bildesigldem Bild des Randes
ist. Formal stellt die Identitat insbesondere sichassy-Zykel aufg-Zykel
und g-Rénder aufj-Rénder abgebildet werden. Eine solche Folge von Ho
momorphismen, die mit den Randoperatoren vertigiied, heil3Ketten-
abbildung oder auctHomomorphismus von Komplexen

2.4 Abgesehen vom topologisch inspirierten Namen edisnfein alge-
braisch und universell ist der Begriff d€ettenhomotopie Zwei Ketten-
abbildungeng,, ¢: C4(K) — C4(K") (q=0, 1, ...) heiRen kettenhomotop,
wenn ihre Differenzen auf Basis einer Folge vorexathohenden Homo-
morphismerDg: Cy(K) — Cg:a(K") die Identitétdy — ¢y = 0ge1°Dg+ Dg-1°0q
erfullen (dabei ist per Definitio®_; = 0). Da der erste Summand &jn
Rand ist und der zweite Summand fj}Zykel verschwindet, induzieren
zueinander kettenhomotope Kettenabbildungen auf dliogie-Niveau die
gleichen Homomorphismen. So einfach dieser Nachagth sein mag, so
wenig plausibel erscheint auf den ersten Blickfdienale Anforderung an
eine Kettenhomotopie. Diese Plausibilitat wird efgtch die weiteren to-
pologischen Erdrterungen erreicht werden.

2.5Der zweite Schritt auf dem Weg, jeder stetigen ikhimg f zwischen

zwei simplizialen Polyeder-Zerlegungé&und K' eine Folge von Homo-
morphismen auf Homologie-Niveddy(f): Hy(K) — Hq(K") zuzuordnen, be-
steht darin, Kettenabbildungefy: C4(K) - Cy(K") fiir eine Klasse beson-

simpliziale Ketten- Homomorphismus auf
Abbildung — abbildung — Homologie-Niveau
25 2.3

ders einfacher Abbildung@reu konstruieren, die man als simplizial be-
zeichnet. Eine solchsimpliziale Abbildung zeichnet sich per Definition
durch die beiden folgenden Eigenschaften aus:

« Die Eckenmenge eines jeden Simplex der simpliziddenegungK
wird in die EckenmengeinesSimplex der simplizialen Zerleguri
abgebildet, wobei durchaus Bilder verschiedenereBckusammenfal-
len kénnen.

e AuRBerdem muss die Abbildung im Inneren eines zupBrialen
ZerlegungK gehdrenden Simplex vertraglich mit der Bildung ken
xer Linearkombinationen sein.

Konkret wird damit eing-dimensionaler Simplexr der simplizialen Zer-
legung K entweder auf einen Simplex niedrigerer Dimensi@usam-
mengedriickt" oder aber andernfalls bijektiv mit glegnenfalls geanderter
Orientierung auf einen SimplexausK' abgebildet, der die gleiche Dimen-
sion wie der Urbildsimplexs besitzt. Auf Basis dieses Verhaltens definie-
ren wir das Bild vong, nun aufgefasst alg-Kette im VektorraumCy(K),
unter der zu definierenden AbbildufgCy(K) - C4(K"):

& Wir erinnern uns daran, dass auch die Integrati@esie mit einfachen Funktionen startet,
namlich Treppenfunktionen, also Funktionen, dieletieise konstant sind.
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. f((0) = 0 im Fall des Zusammendriickens, ansonsten

. f((o) =+ 1, wobei das Vorzeichen die Orientierung des Bildeder-
spiegelt.

Im letzten Fall gilt offensichtlich die Identitél°fy(0) = f;_1°04(0), und im

ersten Fall sind beide Seiten der Gleichung gléicba sich die Identitat
0q°fq = fg-1°04 auf den gesamten Vektorraum deKetten Cy(K) tbertragt,

liegt wie gewiinscht eine Kettenabbildung vor, didlig3lich Homomor-
phismen auf Homologie-Niveaty(f ): Hy(K) - Hy(K') induziert.

2.6 Die zuletzt durchgefiihrte Konstruktion hat eindgseheidende Eigen-
schaft: Sind zwei simpliziale Abbildungen zueinandemotop, dann indu-
zieren sie denselben Homomorphismus auf Homologiedu. Wir wollen
uns hier den Sachverhalt an Hand eines typischépigés verdeutlichen,
bei dem wir die Veréanderung der Kettenabbildungetensuchen, die von
einer minimalen, lokalen Abanderung einer simpleiaAbbildung verur-
sacht wird. Konkret werden wir das Bild einer egeri Ecke &ndern und
zur davon ausgehenden Anderung der Kettenabbil@ime alsPrismen-
operator bezeichnete Kettenhomotopdg: Cy(K) - Cy:1(K') konstruieren.

Die folgende Abbildung zeigt zwei simpliziale Abdhiingenf und g im
Bereich eines 2-Simpex, wobei wir annehmen, dassbdiden Eckers,
und s, durch die beiden Abbildungdnund g Gbereinstimmend abgebildet
werden, wahrend die Eclg durch die beiden Abbildungen auf verschie-
dene Ecken abgebildet wird:

f@)=d9) ((8)= ¢9= 03# €5

f(s)=0(s)= 49
s, M
504 f(8)=u(s) o f(s)
- ()
/Dzw”)/
/ fi(0)

_—

Beginnend mit der mittleren Graphik ist das lokabkbildungsverhalten der
beiden Abbildungeri und g getrennt dargestellt, um die griin angedeutete
Homotopie deutlicher hervortreten zu lassen. AuiBalieser Homotopie
wird zum 1-Simplexo = A(S, S1) die alternierende Summe von 2-Simple-
xen Dy(0) definiert, die im vorliegenden Fall nur einen &rh2-Simplex
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umfasst, da zwei der vermeintlich vier Ecken demgn Bereiches zusam-
menfalleri. Aus der Abbildung erkennt man schlieBlich

f1(0) —01(0) = 0,°D1(0) + Do 04(0).

2.7 Wir wollen nun noch einen wichtigen Spezifallfdkr gerade plausibel
gemachten Homotopie-Invarianz erértern. Wir betrachdazu die soge-
nanntebaryzentrische Verfeinerungeines Simplex, die entsteht, wenn der
Simplex selbst und alle seine Randsimplexe um ilgemverpunkt erganzt
werden. Auch bei dieser Konstruktion Ubergehendiér formalen Details
und begniigen uns mit einer der Anschauung dieneiddriidung (die
Orientierungen der Simplexe sind diesmal nicht dsiegjlt):

. —_—> .

/N A

Man kann nun zwei lineare Abbildungen zwischen Heiden Vektorrau-
men derg-Ketten zur simplizialen Zerlegurig einerseits und seiner bary-
zentrischen Verfeinerung 3¢ andererseits definieren:

+ Der sogenannt&nterteilungsoperator Sd;: C(K) — Cy(SdK) ordnet
jedem Simplex die Summe der Teilsimplexe zu, auseder besteht.
Da der Unterteilungsoperator offensichtlich mit dBandoperator ver-
tauschbar ist, handelt es sich um eine Kettenalotgd

« Wahlt man bei der baryzentrischen Verfeinerung eden Schwer-
punkt einen zugehdrigen 0-Simplex der urspriinghicBerlegung aus,
dann erhélt man daraus eine ¥krschiebungsabbildungbezeichnete

simpliziale Abbildungsr der Zerlegung SK in die simpliziale Zerle-
gungK und damit eine Kettenabbildumg C4(SdK) - Cy(K).

“AAAAAL
AL

" Der Prismenoperatd, ist firg O {0, 1} sowie allgemein wie folgt definiert:
Dy(A(s0)) = ~A( (%), A )
Dy(A(sh, ) =A(f(2), (9, 49)-4( (9 68 O

Dabei werden SimplexA(...), bei denen Ecken zusammenfallenCiyfK) als 0 gewertet.
Diese Sonderfallbehandlung kann vermieden werdemnwman die Kettenhomotopie in-
nerhalb vonK| x [0, 1] konstruiert. Dann findet die KonstruktioerdPrismen zwischen den
beiden DeckelrK]| x {0} und |K| x{1} statt.
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Offensichtlich gilt die IdentitérgeSd, = id, die sich auf Homologie-Niveau
Ubertragt:Hqy(7) 2 Sd, = id. Ausschlie3lich auf Homologie-Niveau gilt die
umgekehrte Identitat, namlich SdH(7) = id. Zum Nachweis dafir wird
eine Kettenhomotopie zwischen Sd und der identischen Kettenabbil-
dung id;; Cy(Sd K) - C4(SdK) konstruiert: Schaut man sich das nachfol-
gende, der Verdeutlichung dienende Bild an, soiatl@f den ersten Blick
die gleiche Situation vorzuliegen wie in Abschidt6. Im Unterschied zur
dort untersuchten Situation ist allerdings die Adbng Sde7g keine
simpliziale Abbildung. Vielmehr wird ein Simplex 1&,(Sd K) unter der
Kettenabbildung Sg7z auf eine Summe von mehreren Simplexen
abgebildet, die allerdings exakeinem einzigen Simplex ausS,(K)
entsprechen. Und aufgrund dieser Eigenschaft kamm dvieder die Kon-

struktion der Kettenhomotopie mittels des Prismenafors durchgefihrt
werden.

Sdo
e 7%

Damit sind die beiden Homologie-Gruppdg(SdK) undHy(K) zueinander
isomorph. Einen der beiden Kettenabbildungen, d#seh Isomorphismus
induzieren, namlich den Unterteilungsoperatory S8g(K) - Cy(SdK),
werden wir im weiteren Verlauf noch brauchen.

2.8Wir kommen nun zum noch ausstehenden, chronologisgentlich
ersten von drei Schritten auf dem Weg, jeder statibbildungf zwischen
zwei simplizialen Polyeder-Zerlegungé&und K' eine Folge von Homo-

simpliziale
stetige Abbildung Approx. . simpliziale Ketten- Homomorphismus auf
zwischen Polyedern% Abbildung — abbildung — Homologie-Niveau
2.8 25 2.3

morphismen auf Homologie-Niveatty(f): Hy(K) — Hq(K") zuzuordnen.
Dies geschieht durch eine Approximation der gegebekbbildungf durch
eine simpliziale Abbildung, die zur urspringlichen Abbildurfghomotop
ist, so dass sich fur jeden Indgx= 0, 1, ... auf Homologie-Niveau eine
eindeutig bestimmte, das heil3t nicht von der getwahRApproximationg
abhangende, Abbildund(f) = Hy(g) definieren lasst.

Technische Grundlage zur Durchfiihrung der simplizia
len Approximation sind sogenannBernumgebungen
Dabei umfasst die Sternumgebungs)stiner Eckes aus

(2]

st(s)
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einer simplizialen Zerlegung per Definition alle dimen Rand verminder-
ten Simplexe, zu denesgehort.

Um die simpliziale Approximation der stetigen Alshihgf durchfiihren zu
kénnen, wird nun die simpliziale Zerlegukgdes Definitionsbereichs ge-
nigend oft baryzentrisch zu 3¢ verfeinert. Das wird so lange getan, bis
jede Sternumgebung einer Eckeer verfeinerten Zerlegung ‘4 in eine
Sternumgebung einer geeignet ausgewahlten Eckex simplizialen Zerle-
gungK' abgebildet wirdf(st(s)) O st(v). Dass man Uberhaupt stets eine sol-
che Eckev finden kann, ist nicht ganz offensichtlich. Zunsiclgibt es
namlich eine Zahle> 0, so dass jede offene Ballumgebudgy) eines
Punktesy des Polyeder«]| in einer geeignet ausgewahlten Sternumgebung
st(v) der simplizialen Zerlegunl' lieg®. Da die auf dem Kompakturk||
definierte Abbildung gleichmaRig stetig ist, gibt es edr» 0, so dass jede
BallumgebungUs(x) eines Punkteg im PolyedersH| in einens-Ball um
f(x) abgebildet wirdf(Us(x) n [K]) O ULf(x)). Da die Durchmesser der
Simplexe bei genligend lang fortgesetzter baryzatiteir Unterteilung be-
liebig klein werden, liegt das Bild einer solcheter@8umgebund(st(s)) tat-
séchlich stets in einer Sternumgebung)st{ner geeignet ausgewahlten E-
ckev der simplizialen Zerleguniy':

f(st(9) O f(U;(3nlKNDO W (f(9)0 sty

Es bliebt anzumerken, dass die Egkaicht eindeutig bestimmt sein muss.
So kénnte in der folgenden Abbildung statt der BEckler simplizialen Zer-
legungK' auch die Ecke' gewahlt werden:

& F

Im eigentlichen Beweis de&pproximationssatzeswird nunf durch eine
simpliziale Abbildungg mit g(s) = v approximiert. Da die zg benachbar-
ten Ecken, das heit jene Ecken der simplizialetegdang SAK, die ge-
meinsam mit auf dem Rand eines Simplex liegen, uiitier den topologi-
schen Abschluss der Sternumgebung) stbgebildet werden, kann die zu-
nachst nur auf den Ecken definierte Abbildun@ffin linear auf die ge-
samte Sternumgebung $tfortgesetzt werden, wobei deren Bild wieder in
st(v) liegt: g(st(s)) O st(v). Da also beide Abbildungdrundg die Sternum-
gebung s¥) in die konvexe Menge si( abbilden, liegt fur jeden Punit
der Sternumgebung sf(auch die Verbindungsgerade zwischen den zwei
Bildpunktenf(x) undg(x) innerhalb der Sternumgebungwstgnd damit im
PolyederK'|. Auf Basis dieser geraden Verbindungswege zwisalten je-
weils entsprechenden Bildpunktéfx) und g(x) lasst sich schliel3lich wie

8 Andernfalls kénnte man zu jeder naturlichen Zatdinen Punkyy, im PolyederK'| finden,
so dass die offene Ballumgebudgn(ym) in keiner Sternumgebung der Zerlegufidiegt.
Da der PolyederK|| kompakt ist, existiert eine konvergente Teiltalderen Grenzwest
liegt in einer Sternumgebung Wtder Zerlegund', so dass auch eine genugend klein ge-
wahlte Ballumgebund..(y) in dieser Sternumgebung\at(iegt. Man wahlt nun ein Fol-
gengliedyn, das im offenen Ball(y) liegt. Fur dieses Folgenglied folgt aufgrund Deei-
ecksungleichund(ym) O U..(y) O stfv), was einen Widerspruch zur Konstruktion der Fol-
ge darstellt.
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gewtlnscht eine Homotopie zwischen den beiden Abbdénf undg defi-
nieren:h(x, t) = t¥(x) + (1 —t) y(x) fur t O [0, 1].

2.9 Als Reslimee bleibt festzuhalten, dass wir die bschnitt 1.2 aufge-
zahlten Eigenschaften des sogenannten Funktorsiogizialen Homo-

logie einigermaf3en explizit haben beschreiben wadf€ntlich) verdeutli-

chen konnten. Dabei fanden alle Zwischenschritfekatten-Niveau inner-

halb von endlichdimensionalen VektorrAumen statpdlogische Sachver-
halte, das heif3t die Eigenschaften von geometnischigiekten und ihren
stetigen Transformationen, spiegeln sich auf di&sgse in algebraischen
Objekten und ihre Homomorphismen witler

Im Hinblick auf die im dritten Teil behandelten punkt-Anwendungen
wurde insbesondere die Konstruktion der durch sie¢ige Abbildungf

zwischen zwei simplizialen Polyeder-Zerlegungenund K' induzierten
Homomorphismen auf Homologie-Niveait(f): Hy(K) — Hy(K) ver-

gleichsweise ausfuhrlich skizziert. Grundlage diestomomorphismen
sind explizit konstruierbare Kettenabbildungen Eerm

C,(K) O PP, ¢ (Sd K )OfMiereserf -, G, (K').

Die beschriebene Konstruktion macht auch deutlietss die Matrix einer
solchen Kettenabbildung, wenn sie zu den Standasiis,(K) und §(K’)
gebildet wird, ganzzahlige Koeffizienten besitzt.

Aufgrund der weitgehenden Ausklammerung der sinmgul&Homologie-
Theorie sind die hier entwickelten Werkzeuge strgagommen auf Poly-
eder beschrankt, wohl wissend, dass die singularadtbgie-Theorie imm-
dimensionalen euklidischen RauRl' insbesondere eine Erweiterung auf
Mengen ermdglicht, die zu Polyedern homeomorph. dhies bewahrt uns
bei den weiteren Uberlegungen vor schwerfilligeguimentationen, bei
denen statt einer Hyperkugel jeweils ein Hypkerlaibder ein Simplex der
gleichen Dimension betrachtet werden muss.

® Dabei sind Polyeder durch die Ketten-Vektorraumgasdis auf Homeomorphie eindeutig
charakterisiert, da die Randoperatoren die Zusamsetetng der Polyeder eindeutig wider-
spiegeln. In den Homologie-Gruppen wird aber norkéeiner Teil ,verarbeitet”, der Rest
wird de facto ausgeblendet.
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3. Fixpunkte

3.1Ein Beispiel fur die Kraft der Methoden der alggibchen Topologie ist
die homologische Fixpunktheorie, die von Solomoristketz bereits in
den 1920er-Jahren begriindet wurde. Zentraler Betgif Fixpunkttheorie
ist die sogenannte Lefschetz-Zahl, bei der es winheine Verallgemeine-
rung der Euler-Charakteristik handelt.

Die Lefschetz-Zahl lasst sich zu einer stetigen Selbstabbildung ameéne
Polyeder mit der simplizialen Zerlegugdefinieren. Es ist

L(f,IKD)= D 1Ftr (fq Hq (K)):

q=0,1,...

wobei man im Spezialfall der identischen Abbildutig Euler-Charak-
teristik X(JK |) =L(id) erhalt.

3.2Bildet ein auf einem endlichdimensionalen VektarmaV definierter
Endomorphismug einen Unterraunt) in sich ab, dann gilt fir die Spuren
die Gleichung tr$, VIU) = tr(g,V) — tr(¢, U). Der Beweis ist offensichtlich,
wenn man eine Basis des Unterraurdezu einer Basis des gesamten Vek-
torraumesV erganzt und dann die Matrix M) der Abbildung¢ zu dieser

Basis hinschreibt:
(M (Pu) * j
0 M (& u)

3.3 Diesen Sachverhalt wendet man nun auf die diveEsglomorphismen
auf Ketten- und Homologie-Niveau an, die durch enesimplizialen Zer-
legung K definierte, stetige Selbstabbildufignduziert werden. Konkret
wird die Formel auf zwei verschiedene Situationageavendet, namlich
einerseits auf die Definition der Homologie-GrupHg(K) = Zy(K)/By(K)
und andererseits auf die Definition der-{)-RandeB, 1(K) = 94(Cy(K)) L
Cy(K)/Z4(K). Damit ergibt sich (unter Verzicht auf eine naasméaRige
Unterscheidung zwischen Homomorphismen auf Ketterd Homologie-
Niveau)

tr(fg, Hq(K)) = tr(fg, C4(K)) — trfo, Bq-1(K)) — trfq, By(K)).

Summiert man diese Formeln fir die Wegte 0, 1, 2, ... (miB_y(K) = 0)
alternierend auf, erhédlt man schlie3lich die sogetalefschetz-Hopf-
sche Spurformel

L(F, K1) =L(f, C(K)),

das heif3t, die Lefschetz-Zahl kann auch auf Kelitereau berechnet wer-
den! Insbesondere folgt damit aufgrund der Anmegkim Abschnitt 2.9,
dass die Lefschetz-Zahl stets ganzzahlig ist.

Die einfachste Anwendung erhalt man fir die idehtsAbbildung: IsK
eine simpliziale Zerlegung eines zur Kugeloberf&a& homeomorphen
(zweidimensionalen) Polyeders, dann folgt wegen

Ho($) C @, Hy(S) = {0}, Hy(S) C @ (siehe FuRnote 10)
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und damitg(S) = 2 die Gleichung
2 =dimCy(K) — dimCy(K) + dim Cy(K) = # Flachen — # Kanten + # Ecken.

Die hier nur fur simpliziale Zerlegungen bewiesénessage ist allgemein
alsEulerscher Polyedersatdekannt.

3.4 Die Lefschetz-Hopfsche Spurformel ist der zentRlmkt fur das Ver-
standnis von Lefschetz-Zahlen. So braucht manteg&pgen, fixpunktfreien
Selbstabbildungen eines Polyeders die simplizigiéegung nur so zu ver-
feinern, dass fur jede Sternumgebungs)steiner Ecke s stets
f(st(®)) n ste) = D gilt — moglich ist das aufgrund der Kompalthaes
endlich simplizial zerlegbaren Polyeders, auf deim Abstandsfunktion
d(x) = [|f(x) —x|| ihr Minimum d.;y, > 0 annimmt. Zu dieser simplizialen
Zerlegung untersuchen wir nun, gegebenenfalls udtgwendung einer
nochmaligen, mehrfachen baryzentrischen Verfeirgdes Definitionsbe-
reichs gemaf den Abschnitten 2.7 und 2.8, die Abhien

fo:Cy(K) O PIFFHEPERRINL ¢ (Sdf K )0 Tmirpres eri - ¢, (K ).

Weil alle Eckens [0 (K) die Eigenschaff(st(s)) n st(s) = @ erfillen, ste-
hen in den Matrizen M{), die zu den Standardbas&K) der Ketten-
VektorraumeCy(K) definiert sind, in der Diagonale nur Nullen. Dafioilgt
fur die Lefschetz-Zahl 0 £(f, C.(K)) = L(f, K |). Im Umkehrschluss besitzt
daher jede stetige Selbstabbildung mit einer vearBchiedenen Lefschetz-
Zahl mindestens einen Fixpunkt. Diese Aussagesist éfschetzsche Fix-
punktsatz.

3.5Insbesondere fur den Fall eines abgeschlossemapleSiX (oder einer
dazu homeomorphen Menge wie einer abgeschlossewimensionalen
EinheitskugelB") muss damit jede stetige Selbstabbildung mindeseen
nen Fixpunkt besitzen. Diese a@Bouwerscher Fixpunktsatz bekannte
Aussage folgt sofort aus der Tatsache, dass wigef) C Q undHq(X) =
{0} fur q= 1 offensichtlichL(f, X) = 1 ist.

3.6 Ein Beispiel einer stetigen Abbildung ohne Fixpuigt die auf einer
SphéareS™ ~9B"(0) definierteAntipodenabbildung a(x) = —x, deren Lef-
schetz-Zahl daher verschwinden muss,S™) = 0.

Da man die Homologie-Gruppen der Sph&'e kennt beziehungsweise
einfach berechnen kaffhnamlich

19 \Wie zum Ende von Abschnitt 2.9 angemerkt, kann r@aneiner simplizialen Zerlegurig
des Randes einesdimensionalen StandardsimpléXe,,...e,)C S™ ausgehen. Entfernt
man einen einzelnem{1)-dimensionalen Simplex, erhélt man eine Zerlegu eines zur
(n—1)-dimensionalen Kugel homeomorphen Polyeders. fitaet nun

Cu(K)=C 4 (K) O Qo
Cy(K)=Cy(K") flr g<n-1

zn—l(K) = Zn—l(Kl) oQo Z r
708,4(K)
Z,(K) = Z,(K") fur g<n-1
Bn—l(K) = Bn—l(Kl) :{Q
B,2(K) = B,,(K') wegendo=-0 ' 7 OB_,(K)
105,4(K){a
By (K) = By(K") fur g<n-2
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Ho(S™) C @, Hy(S™) ={0}fur =1, ..,n~1und H,4«(S™H C Q,

erhalt man daraus 015aS™) =1 + (-1 tr(a,1, H n.2(S™)), so dass es
sich bei der linearen Abbilduray, ; auf dem eindimensionalen Vektorraum
Hn1(S™) um eine Multiplikation mit dem Faktor (-"Ihandelt.

3.7 Aber nicht nur fiir stetige Selbstabbildungen oRhgunkte lassen sich
auf diese Weise, das heil3t unter Verwendung gemiifgner simplizialer
Zerlegungen, Aussagen finden. 18tf) die Menge der Zusammenhangs-
komponenten der Fixpunktmenge einer stetigen Sbgtungf, dann
kann auBerhalb von Umgebungen dieser Fixpunktkoeen wie in Ab-
schnitt 3.4 vorgegangen werden. Auf diese Weisédilemnan die soge-
nanntel efschetzsche Fixpunktformel

L(f)= Dli(f,F),

FOF(f)

wobei jederFixpunktindex i(f, F) nur vom Verhalten der Abbildunigin
einer Umgebung der betreffenden Fixpunktkomponéntbhéngt. Diese
Tatsache lasst sich wie folgt erklaren: Wird dimgiziale Zerlegung in ei-
ner kleinen Umgebunginer einzelnenFixpunktkomponentd- verandert,
dann andern sich dadurch auf Ketten-Niveau die -Beitrdge im Bereich
der anderenFixpunktkomponenten nicht — immer vorausgeselass alle
Zerlegungen fein genug sind. Aufgrund der Lefscliédpfschen-Spur-
formel bleibt damit aber auch der einzig verbleiteerSpur-Beitrag von
derjenigen Fixpunktkomponenté unverandert, in deren Umgebung die
simpliziale Zerlegung verandert wurde.

Wegen dieser allseitigen Invarianz konnen die Britrdge auf Ketten-
Niveau zu einer sinnvollen, das heilt von der ketdar Zerlegung unab-
hangigen, Definition des Fixpunktindexes verwendetrden. Die Lef-
schetzsche Fixpunktformel ist dann offensichtlich.

Es bleibt anzumerken, dass es haufig sinnvolinsterhalb der Lefschetz-
schen Fixpunktformel Summanden zu bestimmten Fikikamponenten
zusammenzufassen — beispielsweise von denen, ditaachliegen.

3.8 Wir untersuchen nun den Sonderfall, wenn einéggtedelbstabbildung
f eines Polyeders iflR" mit einer simplizialen Zerlegunl§ im Inneren ei-
nes n-dimensionalen Simplex einen isolierten Fixpumktbesitzt®. Zur

Vereinfachung, aber ohne Einschrankung der Allgehedt, kdnnen wir
Xo = 0 annehmen. Zuné&chst kann eine kleine, abgessdiie (Hyper-)Ku-
gel Bx(0) gefunden werden, in der O der einzige FixpusktUm eine lo-
kale Charakterisierung des Fixpunkt-Index@¢)) zu finden, werden wir
fur die KugelBg(0) eine stetige Selbstabbilduggdefinieren, die in einer
Umgebung des Fixpunktes 0 rhiitbereinstimmt:

Wir wahlen zunachst eine weitere abgeschlossenelkgi(0) mitr <R/3
undf(Bs;(0)) O Br(0). Nun wird die Abbildungy wie folgt konstruiert:

* Innerhalb der KugeB,(0) wird die Abbildungg Ubereinstimmend mit
der Abbildungf definiert:

“Natarlich gelten die Resultate auch fiir eine daguivéalente Situation, die zum hier be-
schriebenen Szenario homeomorph beziehungsweiseder letzten Teil des Abschnitts —
sogar diffeomorph ist.
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9() =f(3)

e Innerhalb der HohlkugeB,(0) —B;(0) wird die Abbildungg unter
Verwendung der Verbindungsgeraden zwischen derebdibneinan-
der verschiedenen) Punktgrundf(x) definiert. Dazu wird die Gerade
auf Seiten vorf(x) bis zum mity(x) bezeichneten Schnittpunkt mit der
SpharedBg(xo) verlangert (siehe linkes Teilbild). Dann definienan
zum Zwecke der ,stufenlosen Interpolation* zwisclié auf 0B,(0)
und y(x) aufdB,(0)

900 =(2-2) f(9 + (E-1 y 3.

e In der HohlkugelBg(0) —B(0), dessen topologischen Abschluss wir
mit H bezeichnen, definiert man die Abbilduggdadurch, dass ein
Punktx O Bg(0) —Bx(0) zunachst audB,, (0) projiziert wird und dann
mittels dieser Projektiomp(x) durch g weiter abgebildet wird (siehe
rechtes Teilbild):

a(x) = g(p(x))

909 =9(p())

Aufgrund ihrer Konstruktion kann die Abbildumg Bg(0) — Bg(0) abgese-

hen von 0 nur Fixpunkte auf dem Radigk(0) besitzen. Damit gilt gemar
Abschnitt 3.6

1=1(9,B:(0) =i(g.0+ > i(g,F)
'EE%S;)(&)

=i(f 0+ Yi@u.F)=i(f 0)+L@y.H)

FOF(9n)

=i(f.0) +L(P° G, (:0Bx (0)
=i(f.0)+1+(=3""tr((P > Gps,, (0))n-1s Hr-a(0B5 (0)),

wobei die vorletzte Identitat auf der Homotopie-Adlenz zwischen der

HohlkugelH und der SphérdB, (0) beruht. Schliel3lich verdanken wir die
letzte Gleichheit unserer Kenntnis tiber die Homi@agruppen der Sphére
9B, (0) C S™, namlich

Ho(S™) C @, Hy(S™) ={0}fur =1, ...n~1und H, «(S™) L Q.
Damit erkennen wir auch, dass es sich bei der 8jpdiach um den Faktor

handelt, mit dem die Homologie-Klassen des eindsim@ralen Vektorrau-
mesH,,_1(0B,(0)) durch den Homomorphismuowultipliziert werden. Diese
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ganze Zahl wird auch al&bbildungsgrad der induzierenden Abbildung
p - g bezeichnét.

In der nun vorliegenden Formel fur den Fixpunktixde
i(f,0) = (=2"tr((P > Gpe,, (0)) 1> Hir1(0B5, (0)

lasst sich die Abbildung -g noch durch eine homotopie-aquivalente Ab-
bildung in standardisierter Form ersetzen: ¥iirdB,(0) gilt nAmlich

— v xf(x
9(X) = X=g=ro01 (X

mit einem geeigneten Skalierungsfakiod //[R-2r,R+2r]. Verglichen mit
der leicht modifizierten Funktion

- _ ; = xf(x

G(x) =-ROH R mit K X= 54
ergibt sich flix/70B,(0)

1G9 = o X <| f+2r<4r.

Fir einen gentgend kleinen inneren Radias0 sind damit die beiden
Funktioneng, G: 0B, (0) — 0Bg(0) homotop zueinander. Dabei kann die
Homotopie &hnlich wie im Approximationssatz konirtwerden — nun
aber auf der Basis von geodatischen VerbindungslinDamit sind auch

die beiden Abbildungep-g und p-G: 0B(0) — 0B5(0) homotop zuein-
ander, wobei sich die Werte der FunktjpnG durch die explizite Formel

(peG)(¥ =-2r[h(¥

ergeben. Unter Verwendung der Antipodenabbildung Abschnitt 3.6
erhalt man

i(f,0)= (=D @y oy, Hya(S™)
= tr(hy1, Hya ().
Wegenf(0) = 0 ergibt sich, sofern die Abbildufign O differenzierbar ist,

f(x) = Dy (0)x+d(X

mit der FunktionalmatribDs (0) sowied(X)/|x|| - O furx — 0. Daher erhalt
man

x= () =(id - D (0)(¥ - d( %,

2per Absolutbetrag des Abbildungsgrades lasst deldi@ Anzahl der Urbilder interpretie-
ren, die jeder Punkt des Bildbereichs selbst nawér dlomotopen Veranderung der Abbil-
dung auf jeden Fall besitzt. Das Vorzeichen desildbbgsgrades ergibt sich aus der Ori-
entierung der Abbildung.
Beispielsweise ist der Abbildungsgrad einer kortstai\bbildung gleich O, fir die Identitét
ergibt sich 1, und die Antipodenabbildung besitet beraden Dimensionen den Abbil-
dungsgrad 1 und sonst —1.
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so dass man fur genligend kleine Radierd den Abbildungsgrad auf Ba-
sis der linearen Abbildung idB;(0) bilden kann, die zur Abbildurig ho-
motop ist:

hx = 97D OX (9 o (=D, @O)x
[1Gd =Dy @I 1Ix]] |1Gd =Dy O))x||
Ist id —Ds(0) invertierbar, so ist deren Abbildungsgrad, sielbst und des-

sen Kehrwert ganzzahlig sein muss, gleich +1wsthei sich das Vorzei-
chen aus det(id B (xo)) ergibt?®.

3.9 Wir wollen nun noch eine weitere Situation untetsen, wie sie bei
Mannigfaltigkeiten mit Rand auftaucht. Da der dafimotwendige
technische Apparat hier eigentlich nicht entwickelirde, beschranken wir
uns auf sogenannte Pseudomannigfaltigkeiten midRBei einer solchen
n-dimensionalerPseudomannigfaltigkeit mit Rand handelt es sich um ei-
nen Polyeder mit einer simplizialen Zerlegufigdessen Simplexe maximal
die Dimensiom besitzen und dartber hinaus die folgenden Eigexfteah
aufweisen:

« Jeder f-1)-dimensionale Simplex aus§ ist Rand von genau einem
oder zwein-dimensionalen Simplexen al{s

« Zwei n-dimensionale Simplexe hangen Uber einen ,Weg-Kette
dimensionaler Simplexe zusammen, das heil3t, iredigd/eg-Kette*
besitzen zwei aufeinanderfolgende Simplexe jeweiilen gemeinsa-
men Randsimplex der Dimensiorl.

e Jeder Simplex der Zerlegurlg liegt auf dem Rand eines-dimen-
sionalen Simplex.

Typischerweise ergibt sich eine solche Pseudoméaitigkeit mit Rand
aus den kombinatorischen Daten, die man erhéalthwean eine Mannig-
faltigkeit mit Rand in kleine, zu Standardsimplexesmeomorphen Stiicke
zerlegt.

Die beiden néchsten Abbildungen zeigen je

eine zweidimensionale Pseudomannigfaltig-

keit mit Rand, wobei die zweite ifR® einge-

bettet ist, ohne dass die Zerlegung expliz

dargestellt ist. (X,0X)

Untersucht werden soll nun auf einer solchen Psmadaigfaltigkeit mit
Rand K, dX) eine stetige Abbildundg X — X, die den Rand in sich ab-
bildet: f(0X) O oX. AuRerdem wird noch vorausgesetzt, dass keinerdusa
menhangskomponente der Fixpunktmenge gleichzeibgoll innere
Punkte als auch Randpunkte enthélt. Das heil3t,@lasgyeeignet gewahlte
.Zylinder*-Umgebung des Randed®) [ 0Xx[0,1] keine Fixpunkte
auBerhalb des RandeX L dX x {0} enthalt.

Bpie Menge der invertierbaremn-Matrizen zerféllt in zwei Zusammenhangskomponenten
die durch das Vorzeichen ihrer Determinante charaheért werden. Daher sind zwei lineare
Abbildungen mit Ubereinstimmenden Determinantenzémhen zueinander homotop, so
dass sie auch Ubereinstimmende AbbildungsgradézeesiDass es wirklich lineare Ab-
bildungen mit Abbildungsrad —1 gibt, erkennt mais ainer Untersuchung der Abbildung
zur Diagonalmatrix diag(-1, 1, ..., 1).
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(X,0X)

[ |
| el aX 09X x {0} 4

Aufgrund der gemachten Annahmen erhalt man innkerdakr Lefschetz-
schen Fixpunktformel die Aufspaltung

L(f)= Dli(f,F)+ Di(f.F).
FOF(f) FOgF(f)
FnoX=0 FOoX

Wir haben im letzten Abschnitt gesehen, dass fiplriktkomponenten im
Inneren zum Teil Berechnungsméglichkeiten zur Vgufig stehen. Daher
soll hier der zweite Summand naher untersucht wer@azu definieren
wir zundchst fir eine geniigend klein gewéhlte Zafil(0,%) mit
f(OXx [0, &]) O 0Xx[0,%,] innerhalb dieser ,Zylinder-Umgebung die
nach innen gerichtete Projektion

p: 0X x [0,1] - 0X x [0,1], p(x t) = (X, &),

die sich mittels der Identitat stetig auf gaxXZortsetzen lasst. Offensicht-
lich ist die Abbildungem homotop zur Identitat.

X x {2}

| / .
(fop)(dX)/ ax [ ax x {0}

POX ) =X x {&}

X x {5}

‘ p(0>é )

(pofop)(m/

p(0X) =dX x { &}

axX [0 aX x {0}

Die Abbildung pefep kann in der Umgebun@X x [0,1] des Randes Fix-

punkte nur im Niveap(oX ) = dX x { &} besitzen und dort auch nur in der
Mengep(dX )_ solcher Punktex( &) mit f(x, & = (y, d) undd < ¢, das heifl3t
wo der Randabstand echt verkleinert wird (in dentygp(dX ), der Punk-
te, deren Randabstand untamveréandert bleibt, kann nach der anfanglich
gemachten Annahme kein Fixpunkt existieren). Whiiaéen daher
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Si(f.F) = Sipefop.F).
FO5(T) FOF(p-op)
FOOX FOp(0X)-

Um die Randbeitrdge mittels einer auf dem Randngsaten Abbildung
charakterisieren zu kénnen, definieren wir nocteeinm Rand gerichtete
Projektion

b: 9X x [0,%] — 0X x [0,1], b(x, 1) = (x, &),

die sich ebenfalls aul3erhalb v&n- (0X x [0,1]) durch die Identitat (sowie
auf 0X x [¥2,1] durch geeignete Interpolation) zu einerigéat Abbildung
auf ganzX fortsetzten lasst. Wir wollen nun noch untersucheas beim
Ubergang von der Abbildung p-f-p zur homoptopen Abbildung
b.p-f-ppassiert. Dabei kbnnen neue Fixpunkte entstet@nlich einer-
seits aulRerhalb vop(0X ) und andererseits ip(0X ) — dort allerdings nur
innerhalb der Menge(0X ). solcher Punkte, deren Randabstand ufter
vergroRert wird. Damit bleiben aber die Beitrage lzefschetz-Zahl fur die
innerhalb vomp(0X )_ gelegenen Fixpunktkomponenten unverandert:

E i(ff,F) = Ei(b"p"fm(axw':)
FLF(f) FOF(bo p» £
FOox FOP(OX)-

Ip(dx))

Dabei ist die Abbildungy-p.f: p(0X) - p(@X) homotop zu einer auf
dem RanddX definierten Selbstabbildung. Es ist allerdinggamerken,
dass die Konstruktion dieser Abbildung nicht eirtdgbestimmt ist, son-
dern von der Auswahl der Abbildumgabhéangt. Die solchermafien entste-
hende Mehrdeutigkeit kann sogar Anzahl und Inddeszu bericksichti-
genden, das heif3t p{oX ). gelegenen, Fixpunktkomponenten verandern.



